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Summary	WI1402LR:	Calculus	II	
 

Bram	Peerlings	–	B.Peerlings@student.tudelft.nl	–	June	15th,	2011	
Based	on	Calculus	6e	(James	Stewart)	&	Lecture	notes	

Chapter	14:	Partial	Derivatives	

§14.5:	The	Chain	Rule	(p.	901)	
General version: 

ݑ߲
௜ݐ߲

ൌ
ݑ߲
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௜ݐ߲

൅
ݑ߲
ଶݔ߲
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൅ ⋯൅
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௡ݔ߲

௡ݔ߲
௜ݐ߲

 

Implicit differentiation: 

ݕ݀
ݔ݀

ൌ െ
௫ܨ
௬ܨ
 

  Also holds for other partial derivatives. 

§14.6:	Directional	Derivatives	and	the	Gradient	Vector	(p.	910)	
Directional derivatives make it possible to calculate rates of change in directions other than ݔ and ݕ. 

Directional derivative: 

,ݔ௨݂ሺܦ ሻݕ ൌ ,ݔሺ݂׏ ሻݕ ∙ ࢛ ൌ ௫݂ሺݔ, ሻܽݕ ൅ ௬݂ሺݔ, ࢛ ሻܾ, withݕ ൌ 〈ܽ, ܾ〉 a unit vector in the 

desired direction. 

Gradient vector: 

,ݔሺ݂׏ ሻݕ ൌ 〈 ௫݂ሺݔ, ,ݕ ,ሻݖ ௬݂ሺݔ, ,ݕ 〈ሻݖ ൌ
߲݂
ݔ߲

ଙ̂ ൅
߲݂
ݕ߲

ଚ̂ ൅
߲݂
ݖ߲

࢑෡ 

The dot product of the gradient vector and a unit vector ࢛, expresses the directional 
derivative in the direction of ࢛ as the scalar projection of the gradient vector onto ࢛. 

The maximum value of the directional derivative occurs when ࢛ has the same direction as 

the gradient vector ݂׏ሺݔ, ,ݔሺ݂׏|) ሻ, and is equal to the length of the gradient vectorݕ  .|ሻݕ

Tangent plane and normal line: 

  The equation for a tangent plane is given by: 

  ,଴ݔ௫ሺܨ ,଴ݕ ݔ଴ሻሺݖ െ ଴ሻݔ ൅ ,଴ݔ௬ሺܨ ,଴ݕ ݕ଴ሻሺݖ െ ଴ሻݕ ൅ ,଴ݔ௭ሺܨ ,଴ݕ ݖ଴ሻሺݖ െ ଴ሻݖ ൌ 0 

  The equation for a normal line is given by: 

 
௫ି௫బ

ிೣ ሺ௫బ,௬బ,௭బሻ
ൌ

௬ି௬బ
ி೤ሺ௫బ,௬బ,௭బሻ

ൌ
௭ି௭బ

ி೥ሺ௫బ,௬బ,௭బሻ
 

§14.7:	Minimum	and	Maximum	Values	(p.	922)	
Local versus global/absolute and critical point: 

A global or absolute minimum or maximum is an extreme value on the full domain of the function, a 

local minimum or maximum is an extreme value on a designated domain ሾܽ, ܾሿ. The partial 
derivatives on a critical point are equal to zero. If that equation cannot be solved, the function has no 

critical point(s).  

Stationary/saddle point: 
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A stationary or saddle point is a local maximum with respect to one curve, and a local minimum with 

respect to the other. (Think of ݕ ൌ ݔ ଷ atݔ ൌ 0.) 

Second derivatives test: 

The second derivatives test gives the nature of a critical point. 

First, define ܪ௙ሺܽ, ܾሻ ൌ ቈ ௫݂௫ሺܽ, ܾሻ ௫݂௬ሺܽ, ܾሻ

௬݂௫ሺܽ, ܾሻ ௬݂௬ሺܽ, ܾሻ
቉. The determinant of ܪ௙ሺܽ, ܾሻ and the value of 

௫݂௫ሺܽ, ܾሻ show whether the critical point is a local minimum, maximum or a saddle/stationary point. 

1. If det ቀܪ௙ሺܽ, ܾሻቁ ൐ 0 and  ௫݂௫ሺܽ, ܾሻ ൐ 0, ሺܽ, ܾሻ is a local minimum. 

2. If det ቀܪ௙ሺܽ, ܾሻቁ ൐ 0 and  ௫݂௫ሺܽ, ܾሻ ൏ 0, ሺܽ, ܾሻ is a local maximum. 

3. If det ቀܪ௙ሺܽ, ܾሻቁ ൏ 0, ሺܽ, ܾሻ is a saddle point. 

If det ቀܪ௙ሺܽ, ܾሻቁ ൌ 0, the test is inconclusive. 

Global/absolute minimum and maximum: 

To find the global/absolute extreme value, there are three steps to take: 

1. Find the values of ݂ at the critical points of ݂ in ܦ. 
2. Find the extreme values of ݂ on the boundary of ܦ. 
3. The largest from (1) and (2) is the global/absolute maximum, the smallest the 

global/absolute minimum. 
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Chapter	15:	Multiple	Integrals	

§15.1:	Double	Integrals	over	Rectangles	(p.	951)	
Definition: 

The double integral is defined in the same way as the single integral, and can be 

approximated by a (double) Riemann sum. 

ඵ݂ሺݔ, ܣሻ݀ݕ
ோ

ൌ lim
௠,௡→ஶ

෍෍݂൫ݔ௜௝
∗ , ௜௝ݕ

∗ ൯

௡

௝ୀଵ

Δܣ

௠

௜ୀଵ

 

Midpoint Rule: 

Rather than taking an arbitrary point ൫ݔ௜௝
∗ , ௜௝ݕ

∗ ൯, the Midpoint Rule allows taking the center 

൫ݔపഥ , ఫഥݕ ൯ of ܴ௜௝ and then computing the Riemann sum. 

ඵ݂ሺݔ, ܣሻ݀ݕ
ோ

ൎ lim
௠,௡→ஶ

෍෍݂൫ݔపഥ , ఫഥݕ ൯

௡

௝ୀଵ

Δܣ

௠

௜ୀଵ

 

    where ݔపഥ  is the midpoint of ሾݔ௜ିଵ, ఫഥݕ ௜ሿ andݔ  is the midpoint of ൣݕ௝ିଵ,  .௝൧ݕ

§15.2:	Iterated	Integrals	(p.	959)	
Fubini’s theorem: 

When evaluating a double (or triple) integral, you are free to choose the order of integration. 

ඵ݂ሺݔ, ܣሻ݀ݕ
ோ

ൌ න න ݂ሺݔ, ሻݕ
ௗ

௖
ݔ݀	ݕ݀

௕

௔
ൌ න න ݂ሺݔ, ݕ݀	ݔ݀	ሻݕ

௕

௔

ௗ

௖
 

§15.3:	Double	Integrals	over	General	Regions	(p.	965)	
Type I and Type II regions: 

Type I: ܦ ൌ ሼሺݔ, ܽ	|ሻݕ ൑ ݔ ൑ ܾ, ݃ଵሺݔሻ ൑ ݕ ൑ ݃ଶሺݔሻሽ 
Type II: ܦ ൌ ሼሺݔ, ܿ	|ሻݕ ൑ ݕ ൑ ݀, ݄ଵሺݔሻ ൑ ݔ ൑ ݄ଶሺݔሻሽ 

In integration, there is not much of a difference. One only has to pay attention to the order of 

integration. 

§15.4:	Double	Integrals	in	Polar	Coordinates	(p.	974)	
Polar coordinates: 

Rather than specifying a point by giving the distances to the origin on multiple axes, polar 

coordinates specify a point by the (shortest) distance to the origin (radius ݎ) and an angle (ߠ). 
Converting can be done with these formula’s: 

ଶݎ ൌ ଶݔ ൅  ଶݕ
  ݔ ൌ ݎ cos  ߠ
  ݕ ൌ ݎ sin  ߠ

ߠ ൌ tanିଵ ቀ
ݕ
ݔ
ቁ	 

Jacobian: 

When evaluating an integral in polar coordinates, the function to integrate must first be multiplied 

with a Jacobian (in this case a factor ݎ, printed in bold in the formula below). 

ඵ݂ሺݔ, ܣሻ݀ݕ
௥

ൌ න න ݂ሺݎ cos ߠ , ݎ sin ߠ݀	ݎ݀	࢘	ሻߠ
௕

௔

ఉ

ఈ
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§15.5:	Applications	of	Double	Integrals	(p.	980)	
Double integrals can be used to find the center of mass and the moment of inertia of a general 

volume. 

Center of mass: 

ݔ̅ ൌ
௬ܯ

݉
ൌ
1
݉
ඵݔ	ߩሺݔ, ܣ݀	ሻݕ
஽

 

തݕ ൌ
௫ܯ

݉
ൌ
1
݉
ඵݕ	ߩሺݔ, ܣሻ݀ݕ
஽

 

where the mass ݉ is given by  

݉ ൌඵߩሺݔ, ܣሻ݀ݕ
஽

 

Moment of Inertia: 

௫ܫ ൌ ඵݕଶߩሺݔ, ܣሻ݀ݕ
஽

 

௬ܫ ൌ ඵݔଶߩሺݔ, ܣሻ݀ݕ
஽

 

଴ܫ ൌ ඵሺݔଶ ൅ ,ݔሺߩଶሻݕ ܣሻ݀ݕ
஽

ൌ ௫ܫ ൅  ௬ܫ

§15.6:	Triple	Integrals	(p.	990)	
Definition: 

The triple integral of ݂ over the box ܤ is defined as 

ම݂ሺݔ, ,ݕ ሻܸ݀ݖ
஻

ൌ lim
௟,௠,௡→ஶ

෍෍෍݂൫ݔ௜௝௞
∗ , ௜௝௞ݕ

∗ , ௜௝௞ݖ
଼ ൯Δܸ

௡

௞ୀଵ

௠

௝ୀଵ

௟

௜ୀଵ

 

Fubini’s theorem: 

ම݂ሺݔ, ,ݕ ሻܸ݀ݖ
஻

ൌ න න න ݂ሺݔ, ,ݕ ݖ݀	ݕ݀	ݔ݀	ሻݖ
௕

௔

ௗ

௖

௦

௥
 

Applications: 

Mind that the result of a triple integration is a hypervolume (since you’re integrating over a 

volume (3D already), and by integrating, add an extra dimension), something that can only 

exist in 4D. Although that is hard to imagine (if possible at all), there are some applications of 

triple integrals: calculation of moments, centers of mass and moments of inertia, for 

example. Electrical charge can also be expressed as a triple integral. 

§15.7:	Triple	Integrals	in	Cylindrical	Coordinates	(p.	1000)	
Just as the polar coordinate system is an alternative to a 2D Cartesian system, a cylindrical 

coordinate system is an alternative to a 3D Cartesian system. The third dimension is the ݖ‐axis and, 
surprisingly, stays the same when converting to cylindrical coordinates.  

ଶݎ ൌ ଶݔ ൅  ଶݕ
  ݔ ൌ ݎ cos  ߠ
  ݕ ൌ ݎ sin  ߠ

ߠ ൌ tanିଵ ቀ
ݕ
ݔ
ቁ	 

ݖ ൌ  ݖ
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Chapter	16:	Vector	Calculus	

§16.1:	Vector	Field	(p.	1027)	
Definition: 

A  vector  field  is  a  function ࡲ	which  assigns  to each point  ሺݔ,  ሻݕ a  two‐dimensional  vector 

,ݔሺࡲ  .ሻ. Vector fields also exist in 3D: just extrapolateݕ

The length of a vector is equal to the distance of the point to the origin.  

A gradient field is given by: 

  ,ݔሺ݂׏ ,ݕ ሻݖ ൌ ௫݂ሺݔ, ,ݕ ࢏ሻݖ ൅ ௬݂ሺݔ, ,ݕ ,ሻ࢐ݖ ൅ ௭݂ሺݔ, ,ݕ  ሻ࢑ݖ

§16.2:	Line	Integrals	(p.	1034)	
Definition: 

The line integral of ݂ along a smooth curve ܥ is given by: 

න݂ሺݔ, ݏሻ݀ݕ
஼

ൌ න ݂൫ݔሺݐሻ, ሻ൯ݐሺݕ
௕

௔

ඨ൬
ݔ݀
ݐ݀
൰
ଶ

൅ ൬
ݕ݀
ݐ݀
൰
ଶ

 ݐ݀

The line integrals with respect to arc length are given by: 

න ݂ሺݔ, ݔሻ݀ݕ ൌ න ݂൫ݔሺݐሻ, ݐሻ݀ݐᇱሺݔ	ሻ൯ݐሺݕ
௕

௔஼
 

න ݂ሺݔ, ݕሻ݀ݕ ൌ න ݂൫ݔሺݐሻ, ݐሻ݀ݐሺ′ݕ	ሻ൯ݐሺݕ
௕

௔஼
 

If the smooth curve ܥ is given by a vector function ࢘ሺݐሻ, ܽ ൑ ݐ ൑ ܾ, the line integral of ܨ along ܥ is: 

නࡲ ∙ ݀࢘ ൌ න ሻ൯ݐ൫࢘ሺࡲ ∙ ࢘ᇱሺݐሻ݀ݐ ൌ නࡲ ∙ ݏ݀	ࢀ
஼

௕

௔௖
 

   `(.is the unit tangent vector, see § 13.2 ࢀ)

§16.3:	The	Fundamental	Theorem	for	Line	Integrals	(p.	1046)	
Definition: 

The Fundamental Theorem for Line Integrals: 

න݂׏ ∙ ݀࢘ ൌ ݂൫࢘ሺܾሻ൯ െ ݂൫࢘ሺܽሻ൯
஼

 

  where C is a smooth curve given by ࢘ሺݐሻ, ܽ ൑ ݐ ൑ ܾ. 

Conservative vector fields: 

A vector field is conservative if there is a scalar function ݂ such that ࡲ ൌ  Such a function can be .݂׏
found in the following manner: 

1. Find the partial derivatives of the function (simply the ࢐ ,‐࢏‐ and possible ࢑‐terms). 

2. Integrate  ௫݂ሺݔ, ,ݕ  which gives a formula with a constant (equal to ,ݔ ሻ with respect toݖ

݃ሺݕ,  .(ሻݖ
3. Differentiate this integral and constant to ݕ, in which ݃ሺݕ, ,ݕሻ is replaced by ݃௬ሺݖ  ሻ. Whenݖ

comparing this function to  ௬݂ሺݔ, ,ݕ ,ݕሻ found in step 1, ݃௬ሺݖ  .ሻ can be determinedݖ

4. Integrate ݃௬ሺݕ,  ሻ and fill it in as the constant in the function found in step 2 ,which thenݖ

gives a function with another constant, ݄ሺݖሻ. 
5. Differentiate to ݖ and comparing with  ௭݂ሺݔ, ,ݕ  ሻ canݖሻ and thus ݄ሺݖሻ determined earlier, ݄′ሺݖ

be found. 
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If ݂ is a function of three variables and has continuous second order partial derivatives, then 
curlሺ݂׏ሻ ൌ 0.  

If curl	ࡲ ൌ 0 and ࡲ has continuous partial derivatives, then ࡲ is a conservative vector field. 

Divergence: 

If ࡲ ൌ ࢏ܲ ൅ ܳ࢐ ൅ ܴ࢑ is a vector field on Թଷ and the partial derivatives of ߲ܲ/߲ݕ߲/߲ܳ ,ݔ and ߲ܴ/߲ݖ 
exist, then the divergence of ࡲ is the function of three variables defined by: 

div	ࡲ ൌ
߲ܲ
ݔ߲

൅
߲ܳ
ݕ߲

൅
߲ܴ
ݖ߲

ൌ ׏ ∙  ࡲ

If the vector field ࡲ has continuous second‐order partial derivatives, then div	curl	ࡲ ൌ 0. 

Green’s Theorem: 

Using curl and div, it is possible to rewrite Green’s Theorem in the following vector forms: 

ර ࡲ ∙ ݀࢘ ൌඵሺcurl	ࡲሻ ∙ ܣ݀	࢑
஽஼

 

රࡲ ∙ ݏ݀	࢔
஼

ൌ ඵdiv	ࡲሺݔ, ܣ݀	ሻݕ
஽

 

§16.6:	Parametric	Surfaces	and	their	Areas	(p.	1070)	
Definition: 

A parametric surface is a surface described by the tip of the position vector ࢘ሺݑ, ሻݒ ൌ ,ݑሺݔ ࢏ሻݒ ൅
,ݑሺݕ ሻ࢐ݒ ൅ ,ݑሺݖ ,ݑas ሺ ሻ࢑ݒ ݔ The equations .ܦ ሻ moves through the regionݒ ൌ ,ݑሺݔ ݕ ,ሻݒ ൌ ,ݑሺݕ  ሻݒ
and ݖ ൌ ,ݑሺݖ  .ሻ are parametric equationsݒ

Surface area: 

If a smooth parametric surface is given by  ࢘ሺݑ, ሻݒ ൌ ,ݑሺݔ ࢏ሻݒ ൅ ,ݑሺݕ ሻ࢐ݒ ൅ ,ݑሺݖ ,ݑሺ ,ሻ࢑ݒ ሻݒ ∈  and ܦ
ܵ is covered once (as ሺݑ,  :the surface area of ܵ is ,(ܦ ሻ moves throughݒ

ሺܵሻܣ ൌ ඵ|࢘௨ ൈ ࢘௩|
஽

 ܣ݀	

where ࢘௨ ൌ
డ௫

డ௨
࢏ ൅

డ௬

డ௨
࢐ ൅

డ௭

డ௨
࢑ and ࢘௩ ൌ

డ௫

డ௩
࢏ ൅

డ௬

డ௩
࢐ ൅

డ௭

డ௩
࢑. 

When ܵ is given by ݖ ൌ ݂ሺݔ, ,ݔሻ and ݂ሺݕ  :ሻ has continuous partial derivatives, ܵ is given byݕ

ሺܵሻܣ ൌ ඵ ඨ1 ൅ ൬
ݖ߲
ݔ߲
൰
ଶ

൅ ൬
ݖ߲
ݕ߲
൰
ଶ

஽
 ܣ݀

Tangent plane: 

1. Find the tangent vectors (࢘௨ and ࢘௩); 
2. Find the normal vector to the tangent plane (࢘௨ ൈ ࢘௩); 
3. Find a parameterization of ሺݔ, ,ݕ ,ݑሻ in ሺݖ  ;ሻݒ
4. Compute the tangent plane by replacing the ࢐ ,࢏ and ࢑ unit vectors from step 2 by ݔ െ  ,଴ݔ

ݕ െ ݖ ଴ andݕ െ  .଴ and (obviously) equating to 0ݖ

§16.7:	Surface	Integrals	(p.	1081)	
A surface integral is to a surface area what a line integral (׬ ݂ሺݔ, ,ݕ ሻ஼ݖ ݏ݀ ൌ ׬ ݂൫࢘ሺݐሻ൯|࢘ᇱሺݐሻ|	݀ݐ

௕
௔  is 

to arc length: 

ඵ݂ሺݔ, ,ݕ ܵ݀	ሻݖ
ௌ

ൌ ඵ݂൫࢘ሺݑ, |࢘௨	ሻ൯ݒ ൈ ࢘௩|	݀ܣ
஽
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Also note that the value of the surface integral is equal to the surface area for ݂ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ൌ 1: 

ඵ1	݀ܵ
ௌ

ൌ ඵ|࢘௨ ൈ ࢘௩|
஽

ܣ݀	 ൌ  ሺܵሻܣ

Graphs: 

For graphs with parametric equations ݔ ൌ ݕ ,ݔ ൌ ݖ and ݕ ൌ ݃ሺݔ,  :ሻ, the surface integral is given byݕ

ඵ݂൫ݔ, ,ݕ ݃ሺݔ, ܵ݀	ሻ൯ݕ
ௌ

ൌ ඵ ݂൫ݔ, ,ݕ ݃ሺݔ, ሻ൯ඨ1ݕ ൅ ൬
ݖ߲
ݔ߲
൰
ଶ

൅ ൬
ݖ߲
ݕ߲
൰
ଶ

ܣ݀	
஽

 

Formulas similar to the one above (with a projection on the ݕݔ‐plane) can be derived for projections 
on the ݔ) ‐ݖݔ ൌ ݕ ,ݔ ൌ ݄ሺݔ, ݖ ሻ andݖ ൌ ݔ)` planes‐ݖݕ and (ݖ ൌ ݇ሺݕ, ݕ ,ሻݖ ൌ ݖ and ݕ ൌ  .(ݖ

Oriented surfaces: 

Surface integrals can only be applied to oriented surfaces. Thus, these need to be defined. The unit 

normal vector gives the upward orientation of the surface by: 

࢔ ൌ
࢘௨ ൈ ࢘௩
|࢘௨ ൈ ࢘௩|

 

Vector fields: 

If ࡲ is a continuous vector field defined over an oriented surface ܵ with unit normal vector ࢔, the the 
surface integral (or flux integral) of ࡲ over ܵ is 

ඵࡲ ∙ ࡿ݀ ൌඵࡲ ∙ ܵ݀	࢔
ௌௌ

 

If ܵ is given by ࢘ሺݑ, ∬ ሻ, then the equation above simplifies toݒ ࡲ ∙ ሺ࢘௨ ൈ ࢘௩ሻ	݀ܣௌ . 

Furthermore, if ܵ is given by ݖ ൌ ݃ሺݔ, ࡲ can be thought of parameters and ݕ and ݔ ,ሻݕ ∙ ሺ࢘௫ ൈ ࢘௬) 

can be rewritten as ሺܲ࢏ ൅ ܳ࢐ ൅ ܴ࢑ሻ ∙ ቀെ
డ௚

డ௫
࢏ െ

డ௚

డ௬
࢐ ൅ ࢑ቁ, with finally results into a new equation for 

the surface integral (assuming the upward orientation for ܵ): 

ඵࡲ ∙ ࡿ݀
ௌ

ൌ ඵ ൬െܲ
߲݃
ݔ߲

െ ܳ
߲݃
ݕ߲

൅ ܴ൰݀ܣ
஽

 

Similar formulas exist for the case where ݔ ൌ ݇ሺݕ, ݕ ሻ orݖ ൌ ݄ሺݔ,  .ሻݖ

§16.8:	Stokes’	Theorem	(p.	1092)	
Stokes’ Theorem can be regarded as a higher‐dimensional version of Green’s Theorem (§16.4). 

Let ܵ be an oriented piecewise‐smooth surface that is bounded by a simple, closed, piecewise‐

smooth boundary curve ܥ with positive orientation. Let ࡲ be a vector field whose components have 

continuous partial derivatives on an open region in Թଷ that contains	ܵ. Then  

න ࡲ ∙ ݀࢘ ൌඵcurlࡲ ∙ ࡿ݀
ௌ஼

ൌ න ࡲ ∙ ݀࢘
డௌ

 

§16.9:	The	Divergence	Theorem	
When Green’s Theorem (׬ ࡲ ∙ ஼ݏ݀	࢔ ൌ ∬ divࡲሺݔ, ஽ܣ݀	ሻݕ ) is extended to vector fields on Թଷ, this 

yields the Divergence Theorem 

ඵࡲ ∙ ܵ݀	࢔
ௌ

ൌමdivࡲሺݔ, ,ݕ ܸ݀	ሻݖ
ா

 

  where ܵ is the boundary surface of the solid region ܧ. 


